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1 Introducción 
1.1 El problema en su contexto 
El presente estudio se enmarca en el trabajo de investigación del “Màster de Recerca en 
Didàctica de les Matemàtiques i de les Ciències de la Universitat Autònoma de 
Barcelona”. También forma parte del proyecto “Contribución al análisis y mejora de las 
competencias matemáticas en la enseñanza secundaria con un nuevo entorno 
tecnológico”, EDU2008-01963, financiado por el Ministerio de Ciencia e Innovación de 
España al que pertenezco como becaria FPI, BES-2009-022687. 
 Con esta aclaración, quiero resaltar que la pregunta de investigación y los 
objetivos del trabajo están diseñados pensando en la existencia de posibles 
investigaciones posteriores y que en algunos momentos de este trabajo puede ser que se 
haga referencia a ellas.  
 El objetivo de esta investigación es realizar un estudio exploratorio, tratando de 
caracterizar ejemplos de momentos clave en el aprendizaje matemático de alumnos de 3º 
de ESO y crear una definición operativa del concepto de momento clave de aprendizaje.  
En la planificación, la creación y la implementación del diseño instructivo se han 
considerado sesiones de resolución de problemas de una unidad didáctica de 
transformaciones en el plano con el soporte de un Software de Geometría Dinámica 
(DGS) y puestas en común orquestadas por un profesor. 
Con la finalidad de detectar evidencias de posibles momentos clave, en el análisis 
me fijo en la influencia de las mediaciones del software y del profesor con la ayuda de las 
interacciones entre parejas de alumnos, con el grupo clase y con el profesor. No es 
objeto de estudio analizar estas interacciones en profundidad aunque lo considero un 
punto muy importante, que quizá se podría tener en cuenta en futuras investigaciones. 
1.1.1 Estructura de la memoria 
Después de esta breve contextualización y la explicación detallada de la cuestión de 
investigación y los objetivos que planteo en esta primera sección introductoria, presento 
en el capítulo 2, una visión del marco teórico usado y una organización del mismo según 
la estructura que tendrá la definición operativa de momento clave. A continuación, en el 
capítulo 3, presento el diseño instructivo completo que ha sido diseñado no sólo para 
responder a la pregunta de investigación actual, sino para posibles investigaciones 
posteriores. En el capítulo 4, me centro en el análisis de una de las sesiones de puesta 
en común colectiva de la resolución de un problema de isometrías, desarrollo todo el 
análisis de la misma e interpreto cuatro momentos clave de aprendizaje identificados en 
ella. Esto, nos ayudará a tener una base sobre la que redefinir una definición operativa de 
momento clave adecuada a nuestro contexto y marco teórico, objetivo fundamental en la 
investigación en curso. Así, presento como resultado principal la definición operativa de 
momento clave en el aprendizaje de las isometrías. Finalmente, en el capítulo 5, presento 
las conclusiones teóricas y metodológicas de la investigación. 
1.2 Justificación de la investigación 
1.2.1 Importancia en su contexto y antecedentes teóricos 
Resalto la importancia de investigar los momentos de aprendizaje por su relevancia 
en la mejora de la calidad del proceso de enseñanza y aprendizaje en su conjunto. Por 
otra parte, hago notar que existe literatura de momentos clave en el proceso de 
enseñanza y aprendizaje de resolución de problemas, como en Carrillo (2003), que 
concluye con la importancia con que tienen que ser considerados por los profesores a la 
hora de llevar la resolución de problemas al aula, pero con el foco en momentos clave del 
aprendizaje y en particular en un contexto del aprendizaje de las isometrías, la 
bibliografía existente es escasa, circunstancia que confiere un valor científico añadido a 
esta investigación. 
Aparte de la escasa literatura, que ha sido uno de los motivos para escoger las 
isometrías como tema de estudio, también lo he escogido por ser un tema aislado en el 
currículum y en la implementación de él en la escuela donde se han recogido los datos. 
Todos los aspectos teóricos y prácticos relacionados con este tema, se llevan a cabo en 
el curso de 3º de ESO. De esta forma, los momentos clave de aprendizaje sé que se dan 
en el contexto que analizo y así tiene sentido estudiar los momentos clave de aprendizaje 
sólo en el espacio de tiempo que dura el tema.  
Como antecedentes metodológicos de esta investigación, me he basado en 
trabajos precedentes en mi grupo de investigación, donde se han hecho estudios de caso 
de la influencia conjunta del uso de GeoGebra y lápiz y papel (Iranzo & Fortuny, 2009).  
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1.2.2 Motivaciones personales 
Personalmente, la motivación que me ha llevado a interesarme por este problema, 
ha sido mi experiencia como profesora en la enseñanza de las isometrías. Intuitivamente 
era consciente del potencial de trabajar las isometrías con la ayuda de un Software de 
Geometría Dinámica, pero quería profundizar más desde un ámbito más formal, aunque 
sin perder de vista la implementación práctica del estudio.  
En la orientación final del trabajo y la manera de plantear los objetivos, ha influido el 
hecho de tener las condiciones favorables para poder seguir con los estudios de 
doctorado, teniendo una perspectiva de continuidad que particularmente me motiva y me 
ha ayudado a definir y redefinir la dirección de muchos de los apartados de este trabajo. 
1.3 Concreción del problema: Cuestión de investigación y 
objetivos 
Partiendo de una inquietud intuitiva generé la siguiente pregunta de investigación 
global (PI_G): 
(PI_G): ¿Cuáles son las influencias y características más relevantes del aprendizaje 
matemático en un contexto de trabajo de las isometrías con un entorno 
tecnológico? 
Recalco que esta pregunta global es la que me planteé con visión de investigadora de 
una práctica docente personal donde intuitivamente veía que surgían momentos 
interesantes en el aprendizaje matemático de los alumnos por el hecho de trabajar con 
DGS. Así, aunque esta es la pregunta global que me planteo en el presente trabajo, me 
centro en el análisis de una sesión de clase de puesta en común. Esta sesión se realizó 
con todos los alumnos de una clase después que hubieran trabajado por parejas y con la 
ayuda del software de geometría dinámica (GeoGebra) la resolución de un problema de 
transformaciones en el plano, concretamente de giros. Por ese motivo especifico que mi 
pregunta de investigación concreta (PI_C) para este trabajo es: 
(PI_C): ¿Cuáles son las influencias y características más relevantes en el 
aprendizaje matemático en una sesión de clase después del trabajo con 
GeoGebra de un problema de isometrías? 
 En futuras fases de la investigación, que no se abarcan en el presente trabajo,  se 
focalizará la búsqueda de influencias y características también en sesiones de clase de 
resolución de problemas en parejas con GeoGebra, para así poder completar los 
resultados de la pregunta concreta presentada anteriormente y acercarse a una repuesta 
para la pregunta de investigación global. 
 Para abordar la pregunta realizada y poder encontrar algunas de las influencias y 
características, primero he visto la necesidad de buscar una definición propia de lo que es 
para mí el aprendizaje en el contexto que ha sido descrito, para luego poderlo 
caracterizar, y en un futuro estudiarlo en profundidad, por eso me he planteado el 
siguiente objetivo general (OG): 
(OG): Construir una definición operativa para la caracterización de momentos 
clave en el aprendizaje matemático en el contexto planteado. 
 Para empezar, es necesario crear una definición propia que estará en constante 
desarrollo y por consiguiente se irá redefiniendo a medida que avance la investigación.  
 En el marco del proyecto en el que colaboro, trabajamos en torno a dos ejes 
principales que serán los dos focos de interés en que basaré la definición operativa, la 
cognición matemática y la mediación. Para llevar a cabo el objetivo, podemos subdividir 
el objetivo general en dos sub-objetivos (O1, O2): 
(O1): Determinar aspectos sobre cognición matemática relevantes en la 
caracterización de momentos clave. 
(O2): Determinar aspectos sobre mediación relevantes en la caracterización de 
momentos clave. 
 Ya veremos que aparte de caracterizar los momentos de aprendizaje en relación a 
estos dos ejes, hay un tercer eje, el de la interacción social, que no es objeto de estudio 
de este trabajo pero que lo tendré en cuenta por su presencia en la práctica docente y 
como vehículo para poder acceder a las situaciones donde se produce mediación. 
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2 Marco teórico 
En este apartado, presento lo que ha acabado siendo mi marco teórico esencial y lo 
presento bajo una estructura que está en consonancia con los ejes de los objetivos del 
trabajo y por consiguiente también de la definición operativa que presentaré 
posteriormente. También desarrollo todo el proceso recorrido para llegar al que 
finalmente he presentado. Ha sido un ir y venir de la teoría a la práctica hasta que, poco a 
poco, lo he acabado definiendo. 
Al inicio de la investigación, para aproximarme a una definición de momento clave 
en el aprendizaje, observé que debía disponer de evidencias –mediante comentarios, 
gestos, usos del software u otras representaciones – de que efectivamente se produce un 
cambio en el aprendizaje. 
 Una característica general de momento clave en el aprendizaje, es que provenga 
o emerja de un estado inicial con conceptos o procesos no asumidos. Dentro del 
planteamiento de la investigación, he acabado viendo que el momento clave debe estar 
influenciado al menos por una de las dos variables de mediación que considero en el 
marco teórico, el profesor y el Software de Geometría Dinámica, en este caso, el 
GeoGebra, pero este concepto no fue considerado exactamente así desde el inicio. 
Veamos los inicios del concepto. 
La primera idea de lo que podría ser una representación gráfica preliminar de 
momento clave la basé en la consideración de las transiciones que se producen entre un 
estado inicial y uno final, sobre un desarrollo interactivo de aprendizaje e influenciado por 
el software, el profesor y la pareja, tal como se muestra en la Figura 1.  
Nótese que en un principio consideré como una variable más la interacción con la 
pareja de trabajo, pero veremos más adelante, que no acabará formando parte 
directamente de los ejes principales del marco teórico final.  
 Figura 1. Representación gráfica preliminar de momento clave. 
 Después de esta definición intuitiva, contrastando el esquema con los primeros 
datos analizados, consideré una reorganización del gráfico como se muestra en la Figura 
2, para dar paso a una representación de momento clave centrado en el aprendizaje y 
caracterizado por los dos ejes de nuestro marco teórico, la cognición matemática y la 
mediación (ver Figura 2). 
 
Figura 2. Reestructuración de la representación gráfica de momento clave. 
 En esta nueva agrupación, mantengo el cambio evidenciado como motivo central 
en el momento clave de aprendizaje. También he observado que es importante remarcar 
que el aprendizaje en que me baso es de cognición matemática, así, éste se convertirá 
en uno de los ejes principales. Contrastando los primeros datos con la primera idea de 
definición, observé que tanto el Software como el profesor, hacen una tarea de mediación 
para facilitar el aprendizaje de los alumnos y que es importante caracterizar estos tipos 
de mediación; por eso lo he considerado como un segundo eje fundamental. También he 
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detectado, tal y como había representado al inicio, que los alumnos tienen interacción con 
la pareja de trabajo, con el profesor y tendríamos que incluir también con el grupo clase, 
pero en este trabajo, teniendo en cuenta que no tengo como objetivo analizar las 
interacciones, su papel es vehicular, en el sentido de que está presente, y nos servirá 
para poder analizar la mediación y la cognición matemática. Así en la representación 
gráfica, toma un papel secundario, aunque necesario. Quiero aclarar que dejar el eje de 
la interacción social con un papel secundario en la estructura de este trabajo no es 
porque no valore su importancia sino porque he decidido centrarme y analizar más 
profundamente los dos ejes principales que además se comparten en el proyecto al que 
pertenezco. 
 De acuerdo con estas consideraciones, el marco teórico de la investigación se 
estructura en base a dos ejes que permiten aproximarme a una teoría sobre los 
momentos de aprendizaje, como se muestra en la Figura 3. Observemos también que el 
eje de cognición matemática lo expreso como una consecuencia del aprendizaje, para 
mostrar que es lo que produce el estudiante, mientras que el eje de mediación, influye 
sobre el momento de aprendizaje, en el sentido de que facilita la existencia de ese 
momento. Como ya he comentado anteriormente, el eje de interacción está en un 
segundo plano, pero será necesario para poder analizar la mediación e indirectamente, 
también la cognición matemática. 
 
Figura 3. Representación de los ejes del marco teórico. 
En primer lugar, antes de entrar en profundidad con los ejes principales del marco 
teórico, hay que tener en cuenta que el diseño de la unidad didáctica forma parte de una 
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) (Simon, 1995), donde los alumnos irán 
avanzando a lo largo de todas las sesiones y que en futuras investigaciones podrá ser 
muy interesante que se analicen los momentos clave de aprendizaje de una forma 
longitudinal. Para concretar esta Trayectoria, tomamos el concepto de espacio básico de 
un problema y el de espacio básico de la acción tutorial humana de Cobo y Fortuny 
(2005). El espacio básico de un problema es el conjunto de todas las posibles formas de 
resolverlo, es decir, serían todas las posibilidades que tendría de resolverlo un resolutor 
experto; el espacio básico de la acción tutorial humana sería el árbol de mensajes 
asociados al espacio básico del problema que permite que el profesor pueda dar 
mensajes en determinados momentos. 
 En el presente trabajo, he hecho una adaptación de estos dos conceptos para 
crear un árbol completo del proceso de resolución, que consiste en un árbol exhaustivo 
de todos los posibles caminos que puede tomar un alumno para resolver el problema. 
Así, el árbol incluye diferentes procesos para abordar el problema y diferentes conceptos 
matemáticos involucrados en él. Los problemas escogidos, en general, tienen una sola 
forma de resolverlos, mediante transformaciones en el plano, pero son muy ricos por las 
diferentes profundidades a las que se puede llegar de la solución teniendo en cuenta que 
trabajamos en un entorno DGS, por eso, no es exactamente el espacio básico de un 
problema al que se refiere Cobo. Para completar el nuevo árbol, he adaptado el espacio 
básico de acción tutorial humana y he incorporado mensajes de ayuda dentro de los 
árboles completos. Estos aspectos también están relacionados con el diseño de la unidad 
didáctica y los propósitos de la misma. 
También hay que tener en cuenta, que por el hecho de basar el diseño de la 
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) en un entorno de Geometría Dinámica 
(GeoGebra), he usado el concepto de orquestación instrumental, inicialmente 
desarrollado por Trouche (2004), y que posteriormente ha sido modificado por Drijvers, 
Doorman, Boon, & Gisbergen (2010). La estructura que ellos dan a la orquestación 
instrumental consiste en tres elementos: la configuración didáctica, el modo de 
explotación y la representación didáctica. 
En mi trabajo, la configuración didáctica consiste en el diseño de la unidad y por 
consiguiente de la THA, que incluye la decisión de qué herramientas tecnológicas se 
pueden usar en cada problema y cómo pueden usar el entorno durante las clases. En la 
parte del modo de explotación, igual que en Iranzo y Fortuny (2009), he diseñado un 
sistema de mensajes, como he mencionado anteriormente, siguiendo los árboles de 
problemas, que también esperan orientar la génesis instrumental del alumno. Así, estas 
dos partes de la orquestación instrumental, me proporcionan cómo tratar la parte 
tecnológica en la THA. El tercer elemento de la orquestación instrumental, la 
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representación didáctica, no forma parte del diseño instructivo sino de la implementación 
práctica de éste. Por este motivo lo trataré en profundidad en el apartado de la mediación 
del profesor. 
Después de este marco teórico general, en el que me he basado para llevar a cabo 
el diseño instructivo, detallaré el marco teórico que he usado para el análisis de los datos 
y la construcción de la definición operativa que buscamos.  
2.1 Cognición matemática 
“Matematizar es organizar y estructurar la información que aparece en un problema, 
identificar los aspectos matemáticos relevantes, descubrir regularidades, relaciones y 
estructuras” (Treffers, 1987). Según la definición que propone él mismo de 
matematización vertical, que consiste en el tratamiento específicamente matemático de 
las situaciones, considero los aspectos de cognición matemática relacionados con la 
producción de aprendizaje, tanto de contenidos como de procesos implicados en la 
resolución de problemas sobre isometrías y en su argumentación. 
Aparte de interesarme en los conceptos y procesos involucrados, también me 
interesa estudiar relaciones o conexiones que el alumno pueda hacer en su aprendizaje, 
no sólo entre conceptos o procesos dentro del mismo problema, sino entre otros 
problemas de la secuencia didáctica que presentaré en el diseño metodológico. Así, en 
este caso tomo como referencia la matematización horizontal de Treffers, que nos 
posibilita tratar matemáticamente un conjunto de problemas. 
2.2 Mediación 
El segundo eje clave del marco teórico es la mediación, tanto del software como del 
profesor. Por un lado me centraré en la mediación que produce un entorno de DGS en el 
aprendizaje y en particular en la génesis instrumental de los estudiantes (Rabardel, 
1995). La génesis instrumental es el paso de considerar el software como un artefacto, a 
considerarlo como un instrumento, que sería la conjunción del artefacto y las habilidades 
cognitivas necesarias para usarlo. Notamos también que la génesis instrumental tiene 
dos dimensiones, la instrumentación y la instrumentalización, que se definen como el 
proceso mediante el cual el artefacto influye al alumno y el proceso de la internalización 
del uso del artefacto, respectivamente. Adoptaremos la graduación que usan Iranzo y 
Fortuny (2009), de los dos procesos como se muestra en la Tabla 1 y en la Tabla 2, 
respectivamente. 
Alto 
Transformación de comandos en acciones 
geométricas. 
Medio 
Uso del artefacto de acuerdo con un objetivo (por 
ejemplo, uso del arrastre de test para validar una 
figura). 
Bajo 
Uso de pocos comandos para construcciones 
geométricas elementales. Dificultades técnicas 
para aplicar comandos (sintaxis, orden). 
Tabla 1. Grados de instrumentación. 
Alto 
Coordinan el uso de la ventana geométrica y 
algebraica y utilizan conocimiento geométrico. 
Internalización de los comandos (modo 
desplazar, uso de macros, etc.). 
Medio 
Coordinan el uso de la ventana geométrica y 
algebraica. Aparición de inferencias figurales. 
Bajo 
Los estudiantes se basan principalmente en 
propiedades de medida y no consideran 
propiedades geométricas. 
Tabla 2. Grados de instrumentalización. 
Dentro de los aspectos relacionados con la mediación, pero en este caso por 
parte del profesor, utilizamos el concepto de orquestación instrumental (Drijvers et al., 
2010; Trouche, 2005) que hemos comentado anteriormente, pero nos basamos en el 
tercer aspecto, la representación didáctica, con el fin de poder analizar la gestión final del 
profesor respecto a la génesis instrumental de cada alumno, ya que puede suceder que 
los estudiantes tengan problemas técnicos o conceptuales relacionados con el uso del 
software que no se hayan tenido en cuenta en el modo de explotación, segundo aspecto 
de la orquestación instrumental citado anteriormente. 
Desde el punto de vista de la mediación del profesor, la orquestación instrumental 
no es la única mediación que considero influyente en el aprendizaje de los alumnos, por 
eso considero fundamental el concepto de andamiaje como lo entiende Anghileri (2006), 
en el sentido de que hay una mediación por parte del profesor flexible y móvil, de forma 
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que facilita el aprendizaje de los alumnos para que sigan un proceso de matematización 
vertical o horizontal (Treffers, 1987) y consigan los objetivos de la unidad didáctica. 
En particular, en las clases de puesta en común, caracterizaré la mediación del 
profesor según la fase del proceso de filtraje “filtering approach” de Sherin (2002) en que 
se encuentre. Así, la estructura de las discusiones de las puestas en común, involucran 
tres componentes principales: a) la generación de ideas, b) la comparación y evaluación, 
y c) el filtrado. 
Considero estos aspectos dentro de la mediación del profesor teniendo en cuenta 
que estas ideas son las que tiene el profesor para facilitar el aprendizaje de forma 
indirecta para el alumno, aunque, un vehículo básico que el profesor utilizará para 
transmitir a los alumnos estas ideas abstractas, será la interacción con ellos (Anghileri, 
2006). 
Para que no conlleve confusión, llamaré andamiaje a la mediación u orquestación 
que no es específicamente instrumental, es decir, la que no tiene relación con el software. 
2.2.1 Interacción social 
No es uno de mis objetivos estudiar los aspectos que caracterizan la interacción 
social en los momentos de aprendizaje, pero sí que considero que están presentes, y 
como he comentado anteriormente, en este trabajo utilizo la interacción social como 
vehículo para poder analizar la mediación y la cognición matemática de los momentos 
clave, en el sentido que me facilita acceder al pensamiento de los alumnos. 
Como he comentado, una de las interacciones en que me fijaré será la interacción 
con el profesor porque considero importante qué tipos de interacción tiene con los 
alumnos para mediar el aprendizaje. Seguiré las ideas de Anghileri (2006), que define 
diferentes tipos de interacciones según el nivel de andamiaje en que se encuentre. 
Otro tipo de interacciones serán las del grupo clase, sobretodo en las sesiones de 
puesta en común, ya que es una oportunidad para que los alumnos desarrollen sus ideas 
(Douek, 2005). 
Evidentemente, por cómo he diseñado la unidad, la interacción con la pareja 
también la tendré en cuenta. Las definiciones de Kieran (2001) de discurso público y 
discurso privado y el hecho de fijarme en el significado matemático de las intervenciones, 
me ayudará a caracterizar qué clase de interacción hay en un cierto momento clave. 
Como mi objetivo es hacer una definición operativa para poder caracterizar los 
momentos clave detectados, basándome en todas las ideas que acabo de presentar, he 
llegado a una nueva estructura de momento clave que sigue el esquema que reproduzco 
en la Figura 4. 
2.3 Estructura final del marco teórico 
Como resumen y teniendo una mirada más global, el esquema que presento está 
centrado en el cambio evidenciado que produce aprendizaje, en el que caracterizo qué 
aspectos de la cognición matemática involucra o produce, siguiendo la clasificación de 
Treffers. También caracterizo qué influencias de la mediación ha sufrido, siguiendo la 
teoría de la génesis instrumental de Rabardel (1995) para la mediación del software y 
diferenciando los tipos de mediación del profesor según si es instrumental (Drijvers et al., 
2010), o si, por el contrario, se trata de una mediación más cognitiva o procedimental a 
través del “filtering approach” de Sherin (2002). 
Este esquema también incluye la interacción social que se ha visto involucrada, 
caracterizándola según las ideas de Kieran (2001), Anghileri (2006) y Douek (2005) 
aunque no sea un eje central de la definición. 
Como se observa en la parte superior de la representación gráfica, el esquema 
también caracteriza en qué punto de la THA (Simon, 1995) se encuentra el momento 
clave e incluso en qué fase del problema (Cobo, 1998). 
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Figura 4. Representación gráfica de la definición operativa de momento clave de aprendizaje. 
Presento la Figura 4 en esta parte final del marco teórico, pero quiero dejar claro que 
he construido esta figura después de haber revisado la primera versión del marco teórico 
de acuerdo con el análisis preliminar de los datos. En este sentido, considero que la 
actual versión del marco teórico ya ha sido sustancialmente ampliada a la luz de la 
lectura de datos, tal como sugiere la evolución desde la Figura 1 a la Figura 4. 
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3 Metodología 
3.1 Aproximación metodológica 
La aproximación metodológica que he escogido para conseguir los objetivos de este 
trabajo, es realizar un estudio exploratorio en una situación didáctica real de clase. Para 
ello, realizaré un estudio de casos en los que el análisis de los mismos, me ayude a 
definir y refinar la definición operativa de momento clave en el aprendizaje matemático. 
Quiero dejar claro que para mí, los casos son los ejemplos de momentos clave que he 
detectado dentro de la situación real de clase y que posteriormente se hará un análisis de 
éstos, es decir, que los casos no son los participantes. 
3.2 Participantes 
Para llevar a cabo el estudio, he escogido una clase de 3º de ESO en la que soy 
profesora de una escuela de Barcelona, donde analizo en profundidad seis alumnos que 
trabajan por parejas, Elisabet-Hugo, Meritxell-Carles y Adriana-Matías. Los he elegido por 
su participación y calidad expresiva en la asignatura de matemáticas. Para crear las 
parejas he tenido en cuenta que los alumnos tuvieran niveles académicos similares, pero 
capacidades procedimentales diversas. Los alumnos restantes de la clase no son 
informantes principales de la investigación, pero han realizado todas las actividades y 
tienen un papel significativo en las sesiones de puesta en común. 
Al principio de curso les expliqué que estaba haciendo una investigación sobre un 
tema de geometría y que en algunos momentos les pediría su colaboración para grabar 
las clases. Les expliqué que las grabaciones no serían públicas y que sólo se harían con 
el objetivo de utilizarlas en la investigación. 
Les pedí su consentimiento, sobretodo a los seis alumnos principales. En este 
caso, como las grabaciones se han llevado a cabo en las horas de clase y todos los 
alumnos podían aparecer, se han pedido autorizaciones por escrito a todas las familias 
de la clase, como se muestra en los Apéndices III y IV. 
Al finalizar las grabaciones, agradecí su activa colaboración a todos los estudiantes. 
También quiero hacer constar, que en todo momento se ha mantenido el anonimato de 
los alumnos y que los nombres que aparecen en la investigación no se corresponden con 
los nombres reales de los alumnos que fueron grabados. 
3.3 Instrumentos utilizados 
Para llevar a cabo el estudio exploratorio, he diseñado una unidad didáctica del 
tema de transformaciones en el plano. Quiero resaltar que es una unidad didáctica 
diseñada desde un punto de vista constructivista, donde los alumnos tienen que ir 
deduciendo la teoría implícita resolviendo los problemas propuestos, los cuales son el eje 
central de la unidad. También le he dado mucha importancia al hecho de que los alumnos 
investiguen, conjeturen y se acerquen, dentro de lo posible, a demostrar todo aquello que 
estudian. Así, es una unidad didáctica basada en la resolución de problemas y 
fundamentada en el trabajo colaborativo por parejas. 
A continuación explicaré en detalle las características de la unidad didáctica 
diseñada. 
3.3.1 Proceso hacia el instrumento 
Primero de todo, me gustaría contextualizar el nivel y la forma de trabajar a la que 
están acostumbrados los alumnos, para que se entienda el diseño creado para esta 
investigación. Durante el curso han trabajado el concepto de demostración y el de 
conjetura, aplicado sobre todo a temas algebraicos. Antes de realizar esta unidad 
didáctica, los alumnos realizaron otra de geometría básica para familiarizarse con el 
software y la diferencia entre producir dibujos y figuras (Laborde & Capponi, 1994). Los 
alumnos sólo han trabajado algún concepto de transformaciones en el plano en sus 
últimos cursos de primaria. 
El diseño instructivo se ha estructurado en ocho sesiones de clase de una hora 
cada una, como indica la siguiente Tabla 3. 
Estructura esquemática de la Unidad Didáctica de Transformaciones en el Plano 
SESIÓN  LUGAR  TÍTULO  
1  Clase ordinaria  Introducción + Test inicial  
2  Clase de ordenadores  
Problema 1: Construir simetrías axiales  
Problema 2: Identificar simetrías axiales y construir eje  
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3  Clase ordinaria  Puesta en común problemas 1 y 2  
4  Clase de ordenadores  Problema 3: Encontrar el centro de giro  
5  Clase ordinaria  Puesta en común problema 3  
6  Clase de ordenadores  Problema 4: Composición simetrías axiales  
7  Clase de ordenadores  Problema 5: El problema del billar  
8  Clase ordinaria  Puesta en común problemas 4 y 5 + Valoración global  
Tabla 3. Estructura de la unidad didáctica 
La primera sesión consiste en resolver un test inicial por parejas con lápiz y papel 
y sin soporte tecnológico (consultar Apéndice I). El test es un instrumento para definir el 
nivel inicial de conocimiento matemático en el tema de transformaciones en el plano de 
las parejas que se están grabando y para tener registrado el punto de partida como 
pareja. 
En las sesiones segunda, cuarta, sexta y séptima, los alumnos trabajan por 
parejas con un entorno de DGS resolviendo los problemas 1 y 2, 3, 4 y 5 
respectivamente. (Pueden verse todos los enunciados de los problemas y los árboles 
completos de cada uno de ellos en el Apéndice II.) Los alumnos son asistidos por el 
profesor cuando plantean cuestiones. El profesor tiene una guía para dar mensajes que 
se encuentra en el árbol completo de cada problema que se basa en el espacio básico 
del problema y el de la acción tutorial humana, tal como ya se hizo en el estudio 
documentado en Cobo y Fortuny (2005). 
En la tercera, quinta y octava sesiones, el profesor gestiona una puesta en común 
en la clase ordinaria de las resoluciones de los problemas planteados en la que participan 
todos los alumnos de la clase, aunque se conserva la distribución de asientos por parejas 
para poder seguir observando la interacción, si la hay. Cabe notar, que aun teniendo la 
guía del espacio básico del problema, hay que poner especial atención en la gestión, 
para incorporar no sólo los conocimientos requeridos, sino los procesos de resolución 
que pueden verse involucrados. 
El objetivo de plantear problemas para resolver en parejas es poder observar el 
proceso de resolución de cada alumno o pareja. En este caso, la interacción con la pareja 
es utilizada para hacer explicitar a los alumnos sus pensamientos y poder acceder a 
ellos, aunque en ocasiones veremos que hay una influencia de esta interacción en el 
momento de aprendizaje, aunque no es objeto de estudio de este trabajo entrar en su 
análisis profundo. 
Los problemas están contextualizados y uno de los motivos es que así, se crea un 
entorno favorable para preguntarles a los alumnos la justificación de todo aquello que 
hacen, como por ejemplo, el hecho de tener que explicar a los trabajadores de una 
fábrica porqué hay que colocar una máquina en un cierto sitio, como veremos en el 
problema que presento en profundidad posteriormente. 
Por otro lado, las puestas en común, tienen en realidad un doble objetivo. En 
referencia al primero, como investigadora, me interesa observar el aprendizaje de los 
alumnos en estas sesiones y poder contrastar sus actuaciones con las de trabajo en 
pareja sobre el mismo problema. El segundo objetivo parte de la idea de que teniendo en 
cuenta que la unidad se ha diseñado también con fines didácticos, era necesario 
organizar puestas en común para poder ir igualando los niveles de diferentes parejas de 
la clase. Como se observa en los árboles de problemas completos, como por ejemplo el 
de la Figura 6, vemos que hay diversas formas de resolver el problema, dependiendo de 
la profundidad donde se llegue, así el objetivo en las puestas en común es acercar la 
resolución más completa a todas las parejas y poder corregir posibles errores que una 
pareja hubiese aceptado como válidos. 
La dinámica de la unidad se ha diseñado de manera que durante las sesiones de 
resolución de problemas, los alumnos trabajan por parejas, con un ordenador con acceso 
al GeoGebra y siempre pueden reclamar la atención de la profesora para hacer 
consultas, a las que ésta, contesta siguiendo el espacio completo del problema. La 
investigadora, que coincide con la profesora de la clase, está pendiente de las tres 
parejas del estudio y especialmente para este estudio existe la colaboración de otra 
profesora, conocedora de toda la unidad por estar implantándola en la otra clase de 3º de 
ESO, que atiende al resto de parejas de la clase para que todos los alumnos tengan el 
mismo trato y las mismas posibilidades. Los alumnos tienen que leer el enunciado y 
entregar el documento de GeoGebra (.ggb) mediante el campus virtual de la asignatura 
(Moodle), de tal forma que la profesora puede ver a qué soluciones han llegado todos los 
alumnos de la clase antes de organizar la puesta en común de la siguiente sesión de 
clase correspondiente al problema en cuestión. También tienen la hoja de respuesta de 
cada problema para poder justificar, argumentar o razonar todo lo que han hecho durante 
la sesión. 
Las clases de resolución de problemas, se llevan a cabo en la clase ordinaria, 
equipada con un ordenador y un proyector. Principalmente, se sigue el proceso de 
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filtering approach de Sherin (2002) y los alumnos plantean cómo han resuelto el problema 
en la clase anterior mediados por la profesora siguiendo las diferentes fases y creando 
una discusión general de cada problema. El uso del GeoGebra no está predefinido pero 
es accesible y se deja en función de las necesidades y la orientación que tome la puesta 
en común. 
Aunque he presentado la estructura de toda la unidad didáctica, en este trabajo 
me he centrado en el estudio de la quinta sesión, correspondiente a la puesta en común 
de la resolución del problema 3 (ver Figura 5). He escogido ésta, por su riqueza en el 
papel del profesor como orquestador y por la riqueza de conocimientos conceptuales y 
procedimentales que acabó involucrando, así como también el rigor matemático que se 
requirió para resolverlo totalmente. En el Apéndice II presento todos los problemas de la 
unidad didáctica para que el lector pueda poner en contexto el problema estudiado en 
profundidad, aunque lo he dejado en un segundo término, por no ser objeto de estudio en 
el presente trabajo. 
 Problema 3: 
Imaginad que nos contratan en una fábrica, para ayudar a resolver un problema:  
 
Teníamos una máquina que nos giraba las piezas de un sitio a otro, como se muestra en 
la animación anterior,  pero la llevaron a arreglar, y ahora que ya funciona perfectamente, 
no saben dónde la tienen que colocar para que siga transportando las piezas como lo 
hacía antes. 
Ayudad a los técnicos a colocar la máquina de giro en su sitio. Escribid argumentos para 
convencer a los técnicos de vuestra solución. Tenéis la ventana del GeoGebra para 
ayudaros a resolver la situación.  
Figura 5. Enunciado del problema 3. 
Antes de proponer el problema 3 a los alumnos, lo he analizado haciendo una 
adaptación del espacio básico del problema e incluyendo los mensajes o itinerarios del 
espacio de acción tutorial humana. Como se observa en la Figura 6, el esquema  de 
resolución del problema lleva incorporados los mensajes que el profesor puede 
proporcionar durante la resolución del problema según el punto en el que se encuentran 
los alumnos. Así, con alumnos de niveles y ritmos de trabajo distintos, el profesor puede 
ser flexible en cuanto a qué rama de resolución debe seguir cada pareja teniendo en 
cuenta que podrán reflexionar sobre los puntos a los que no hayan llegado en la puesta 
en común. En este caso, el problema no sólo es interesante por la variedad de procesos 
involucrados sino por la riqueza de rigor matemático que se requiere para resolverlo 
totalmente. 
 
Figura 6. Adaptación del espacio básico y de acción tutorial humana del problema 3. 
Al inicio del árbol completo del problema 3, en el que se pide encontrar el centro 
de giro de 2 segmentos, se puede observar que se considera un posible bloqueo inicial 
por parte del alumno, con el que el profesor puede hacer una aportación para simplificar 
el problema y que el alumno se plantee cómo determinaría el centro de giro de un solo 
punto en lugar del centro de giro de dos segmentos. 
En el caso de que el alumno resuelva el problema, se observa en el árbol que hay 
distintos grados de profundidad en la resolución. Por ejemplo, se considera como posible 
solución una construcción a ojo o que utilice medidas o distancias, es decir, que sea una 
construcción tipo dibujo en lugar de figura. En este caso, se le transmite al alumno que su 
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construcción es correcta pero se le sugiere si sabría generalizar su solución, es decir si 
podría hacer una construcción de tipo figura. 
También se puede observar que hay un itinerario que podríamos llamar el ideal, 
donde el alumno hubiese tenido en cuenta todas las posibles formas de resolver el 
problema y se hubiese dado cuenta de todos los pequeños detalles involucrados en su 
total resolución. En este problema, por ejemplo, es relativamente sencillo llegar a dar 
como solución, que el centro de giro entre dos segmentos se encuentra en el punto de 
corte de las mediatrices de puntos homólogos (Figura 7), pero tener en cuenta los casos 
particulares de que dichas mediatrices sean coincidentes o paralelas, es un matiz que no 
se observa tan fácilmente. 
 
Figura 7. Situación en que las mediatrices se cortan. 
En el caso particular de que las mediatrices sean coincidentes (Figura 8), que se 
da siempre que los segmentos sean simétricos respecto un eje, para encontrar el centro 
de giro hay que prolongar los segmentos para encontrar el punto de corte, entre ellos y 
con dichas mediatrices, porqué hay que tener en cuenta que los dos giros tienen que ser 
del mismo ángulo. 
 Figura 8. Situación en que las mediatrices son coincidentes. 
Hay que tener en cuenta, también, que en el caso de que las mediatrices sean 
paralelas, que se da cuando los segmentos son paralelos y no simétricos (Figura 9), no 
hay un giro que transforme un segmento en su homólogo y se necesitaría una 
translación. 
 
Figura 9. Situación en que las mediatrices son paralelas. 
Con estas dos anotaciones, se puede ver que con los segmentos que son 
paralelos y que a la vez son simétricos respecto un eje (Figura 10), las dos 
consideraciones funcionan, si se toman como segmentos simétricos (mediatrices 
coincidentes), los prolongaríamos y como no se cortan porque son paralelos, no 
encontramos giro que transforme uno en otro. Y en el otro caso, si los consideramos 
como segmentos paralelos (considerando que las mediatrices coincidentes sean un caso 
particular de mediatrices paralelas) directamente diríamos que no existe un giro, ya que 
es una translación. 
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Figura 10. Situación en que las mediatrices son coincidentes y los segmentos paralelos. 
Tampoco se observa fácilmente que para cada par de segmentos, si éstos no 
están orientados, como es el caso del enunciado de este problema, puede haber dos 
soluciones como se muestra en la Figura 11. 
 
Figura 11. Doble solución en segmentos no orientados. 
Un motivo por el que los problemas están diseñados de esta forma, donde se 
dejan las condiciones iniciales del problema tan abiertas, es para que cada pareja pueda 
llegar a su nivel durante la discusión de la hora de resolución de problema, así, todos los 
problemas que presento en el Apéndice II tienen un estilo parecido al que he mostrado en 
detalle. 
3.3.2 Validación del instrumento 
Durante el proceso de elaboración del instrumento, se fue triangulando 
periódicamente con expertos en seminarios organizados en el departamento a tal efecto. 
En este proceso se discutió sobre la forma de presentar los problemas, sobre los análisis 
de cada problema, sobre el orden de presentarlos y sus contextualizaciones. 
3.4 Recogida de datos 
Aunque el análisis de los datos posterior sea sólo de una sesión, presentaré cómo se 
llevó a cabo la recogida de datos completa. 
Como ya he comentado anteriormente, son tres parejas de alumnos las que son 
protagonistas de la recogida de datos, sin olvidar el papel destacado del resto de la clase 
en las sesiones de puesta en común. 
Para la recogida de datos del test inicial, las tres parejas fueron grabadas por tres 
profesores ayudantes con cámaras de vídeo y grabadoras de voz durante toda la hora de 
resolución de los ejercicios. También fueron recogidas las hojas de trabajo individuales 
hechas por los alumnos.  
En las sesiones de resolución de problemas realizadas en la clase de ordenadores, 
donde cada pareja disponía de un equipo, cada una de las tres parejas fue grabada por 
profesores o alumnos de otros cursos superiores durante toda la hora de clase, con 
cámara de vídeo y con grabadora de voz, como se muestra en la Figura 12. También se 
grabó una película de las pantallas de todas las parejas de la clase para poder detectar 
momentos importantes de la resolución que no quedan guardados en el protocolo de 
construcción del GeoGebra. Los documentos de GeoGebra (.ggb), fueron entregados 
mediante el campus virtual de la escuela y también fueron recogidas las hojas de trabajo 
individuales de todos los alumnos de la clase.  
 25 
 
Figura 12. Distribución de la recogida de datos en las sesiones de resolución de problemas. 
Durante las sesiones de puesta en común, se grabó con trípode el transcurso de la 
clase desde 3 ángulos distintos, como se muestra en la Figura 13, para que se pudiese 
ver toda la situación del aula, y además, las tres parejas tenían grabadoras de voz en las 
respectivas mesas.  
 
Figura 13. Distribución de la recogida de datos en las sesiones de puesta en común. 
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4 Análisis de datos y resultados 
Como ya he comentado anteriormente, para este trabajo me centro en el análisis de una 
de las sesiones de puesta en común de la unidad llevada a cabo. En este apartado, 
muestro todo el proceso de análisis desde la fase de elección de los casos, pasando por 
el análisis de estos casos, la fase de elaboración de la definición a partir de los ejemplos 
significativos que he detectado empíricamente para ilustrar el concepto preliminar de 
momento clave con el que estoy trabajando y finalizando con la discusión del resultado 
obtenido. 
4.1 Proceso de análisis 
El análisis escogido para este trabajo es del tipo interpretativo para que a través de 
los datos empíricos se pueda inferir una definición de momento clave de aprendizaje 
matemático en el contexto particular en que trabajamos, que es el tema de las isometrías 
y con el apoyo del Software de Geometría Dinámica, GeoGebra. 
Como ya he comentado anteriormente, este trabajo es un estudio de casos, donde 
cada caso son los momentos clave de aprendizaje escogidos dentro de la sesión 
estudiada y que van a ser analizados en profundidad. 
4.2 Proceso de elección de los casos 
Una vez recogidos los datos y escogida la sesión que iba a analizar, he partido la 
hora de clase en diferentes episodios y posteriormente he ido haciendo un proceso de 
filtraje hasta escoger los episodios que se amoldaban mejor a la definición intuitiva inicial 
de lo que sería un momento clave de aprendizaje. He transcrito las conversaciones y las 
acciones en una tabla. Las columnas las he creado tomando a los seis alumnos como 
individuos, teniendo en cuenta también las intervenciones del profesor y agrupando las 
otras intervenciones en una sola columna, obteniendo así una sola columna para el grupo 
clase sin contar con los 6 participantes principales. Además, he hecho tres columnas 
más, una de contacto con el software, otra de comentarios, para poder ir recogiendo 
todos los puntos interesantes que se observan y una tercera con los indicios de cambios 
en el aprendizaje para analizar en una fase posterior y decidir si es un buen ejemplo de 
momento clave. He indicado los minutos para que se pueda ver el transcurso de la sesión 
de clase y he añadido números de línea para que sirva como referencia en la lectura de 
la transcripción. 
 Así, una primera transcripción literal de los datos, cumple una estructura como la 
que se muestra a continuación en la Tabla 4. 
 
Tabla 4. Esquema de la transcripción de los datos. 
 En un análisis más detallado donde trato como caso cada uno de los indicios, 
modifico la tabla como describo a continuación para centrarme en el candidato a 
momento clave que he detectado. Hago una reorganización de las columnas para cada 
caso, conservando como individuos los protagonistas del cambio en el aprendizaje y sus 
parejas; también conservo la figura del profesor y la aparición del software cuando la hay. 
Finalmente creo unos conectores de influencia para dar dinamismo al momento clave y 
evidenciar gráficamente las diferentes mediaciones e interacciones que se han producido.  
Una vez escogidos los cuatro momentos clave, el análisis de ellos se ha llevado a 
cabo siguiendo la estructura presentada en el marco teórico, poniendo énfasis en los dos 
ejes principales del trabajo, la cognición matemática y la mediación, y anotando las 
características y aspectos relevantes de cada uno de ellos. Durante el análisis detallado 
de estos momentos no sólo he seguido la estructura del marco teórico, sino que en 
algunos casos, las características del propio momento me han llevado a reestructurar el 
marco teórico, o a añadir algún aspecto importante. Así, ha sido un proceso completo de 
correspondencia entre la teoría y los datos empíricos. 
El proceso de elección de los casos que he seguido en este trabajo igual que el 
método de análisis de ellos, ha surgido de ideas intuitivas, es decir, que no tengo un 
marco teórico específico de este apartado. Este hecho hace que se abra la posibilidad de, 
en un futuro, formalizar las ideas utilizadas para describir un método de análisis que 
podría ser interesante en próximas investigaciones. 
4.3 Análisis de los casos 
 De la sesión analizada que trato en esta comunicación he escogido cuatro 
ejemplos de momentos clave que resultan interesantes por sus características básicas 
representadas y por la riqueza del entorno en el que están contextualizados.  
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 A continuación voy a analizar cada uno de estos ejemplos. Quiero recordar que mi 
finalidad era encontrar diferentes ejemplos de momentos clave de forma exploratoria, que 
al principio sólo tenía la estructura de la Figura 1 para localizarlos y no tenía definidos 
previamente otros requisitos, motivo por el cual he dado mucha importancia a cómo se 
construyeron las tablas hasta llegar a obtener los ejemplos de momentos clave deseados, 
para mostrar el proceso de formación de estos momentos y resaltar cómo han surgido 
después de un estudio exploratorio. Quería que fuesen los ejemplos los que me 
ayudasen a crear una definición.  
He escogido dos primeros momentos significativos desde el punto de vista de 
procesos de resolución del problema. Uno es directamente influyente en el otro, así los 
dos son consecutivos como vemos en la Tabla 5. Para contextualizar la situación, hay 
que pensar que la clase se encontraba en un punto en que acababan de conjeturar que el 
centro de giro de la máquina se situaría en el punto de corte de las mediatrices de los 
puntos homólogos (Figura 14), pero tenían un caso particular en que encontraban el giro 
de otra forma, prolongando los segmentos (Figura 15). 
 
 
Figura 14. Donde se cortan las mediatrices. 
 
 
Figura 15. Donde se cortan las prolongaciones. 
4.3.1 ‘Momento clave 1. Lo general des de lo particular’  
En la Tabla 5 podemos observar un cambio en el aprendizaje de Meritxell (línea 8) 
y una evidencia de que su punto de partida (línea 4) no era el mismo que el punto final. 
Esta alumna primero empieza diciendo que la conjetura funcionaría para dos segmentos 
cualesquiera excepto en un caso concreto, que es el que tenemos en la Figura 15, pero 
después ve que se puede considerar un caso particular del general y que no hay 
necesidad de mencionarlo porque dice que el centro de giro estará donde se corten las 
mediatrices y que si en este caso son coincidentes, se cruzan en infinitos puntos y que el 
de la prolongación de los segmentos, será uno más. Éstas son dos de las características 
que tenía que cumplir la secuencia identificada para ser momento clave en el 
aprendizaje, que tuviera evidencias del cambio y que hubiera aprendizaje de cognición 
matemática.  
Además, también ha habido una influencia indirecta de la profesora mediante el 
andamiaje que hace de la discusión en clase, que se encuentra en el punto de filtraje de 
las diversas ideas que han ido generando los alumnos y que ella ha comparado y 
evaluado. En este caso se da prioridad al aprendizaje de procesos, porque si nos fijamos, 
hay errores en el contenido matemático de las ideas de los alumnos: no es cierto que la 
máquina de giro se pueda colocar en cualquier punto de las mediatrices coincidentes 
como sugieren los alumnos, aunque es de esperar que en un filtraje posterior se vaya 
refinando el contenido matemático. Esta influencia indirecta basada en el “filtering 
approach” (Sherin, 2002), hace que el andamiaje sea crucial en el desarrollo del 
momento clave. El aprendizaje de los procesos de generalización no se podría haber 
aprendido si se hubiese cortado la discusión para filtrar los contenidos matemáticos 
erróneos. 
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Tabla 5. Generalización de casos particulares. 
Respecto a la interacción de Meritxell con otros agentes aparte de la profesora, en 
este caso está la influencia de su pareja y de otros alumnos, que son los que hacen 
intervenciones de tipo progresivo (Cobo & Fortuny, 2005), ya que introducen 
procedimientos matemáticos, que a ella le influyen en el cambio que evidencia, como 
fijarse que en el caso particular también se pueden hacer mediatrices, y que se cortarían 
en el punto encontrado, aunque, también en infinitos más (línea 6). No voy a caracterizar 
en profundidad esta interacción pero es importante considerarla para entender la 
situación y, de alguna manera, forma parte de la mediación de la profesora, que utiliza los 
compañeros para que generen ideas. 
Después de analizar este ejemplo, ya empecé a ver que la interacción con el 
profesor no sólo era de forma directa sino que también lo podía considerar una 
mediación, así este fue un punto decisivo para replantear la definición operativa de 
momento clave, y separar de manera clara la mediación y la interacción con el profesor, 
como dice Anguileri (2006), una cosa es el andamiaje, que en este trabajo se entiende 
como la mediación por parte del profesor y la otra es el tipo de interacción que utiliza para 
llevar a cabo cada una de las fases del andamiaje o del “filtering approach”, en nuestro 
caso. La representación gráfica del momento clave siguiendo el esquema planteado en el 
marco teórico sería, como se observa en el Apéndice V, un momento de aprendizaje que 
genera un progreso en los procesos de resolución, contribuyendo a una matematización 
vertical (Treffers, 1987). 
También se observa que ha habido una mediación del profesor gestionando el 
filtrado de procesos que se ha llevado a cabo en la puesta en común. 
En este caso no ha habido mediación del software ni el profesor ha hecho ninguna 
orquestación instrumental. En este momento de la clase, el ordenador no estaba 
encendido aunque como ya he descrito anteriormente, estaba disponible. 
Hasta aquí, sería la caracterización de los aspectos que han influido sobre este 
momento de aprendizaje en concreto, pero también quiero mostrar la importancia 
indirecta de la interacción con el grupo clase, que hacen las intervenciones de tipo 
progresivo y la interacción con el profesor, que introduce preguntas que hacen cuestionar 
lo que dicen los alumnos. 
4.3.2  ‘Momento clave 2. Acercándose a la demostración con 
conexiones entre conceptos’  
En este caso consideramos que Elisabet hace una aportación muy interesante a 
raíz de la intervención de su compañera Meritxell. El cambio en el proceso de resolución 
del problema de Meritxell ha influido directamente en un cambio en el pensamiento de 
otra compañera, Elisabet, que hace conexiones con otro tema de geometría. Elisabet 
también hace un cambio en el aprendizaje de procesos. No hay evidencia del estado 
inicial, pero consideramos que por omisión, no había hecho la conexión anteriormente. 
Aparentemente la única influencia sobre ella es el comentario de su compañera, pero si 
ampliamos la mirada, es con todo el episodio anterior con el que ha interaccionado.  
Elisabet hace la reflexión de que igual que en este caso concreto se ha acabado 
viendo que sí que era un caso particular, piensa que puede haber otros casos concretos 
que quizá hagan replantearse la conjetura (línea 12). Defiende que si algunos segmentos 
hacen que sus mediatrices se corten en un punto, quedando determinado el punto donde 
colocar la máquina, y algunos segmentos hacen que sus mediatrices sean coincidentes, 
determinando entonces que hay infinitos puntos donde colocarla (recordar que es un 
concepto matemático erróneo), pues deduce que también debe haber segmentos que 
estén colocados de tal forma que sus mediatrices queden paralelas y que habría que 
pensar qué pasaría con la máquina.  
Vemos pues que hay un enriquecimiento de los procesos de resolución del 
problema de demostración, gracias a que ha relacionado la resolución que estaban 
dando con el concepto de posiciones relativas de las rectas, pero que a su vez, también 
hay contenidos matemáticos implícitos que van siguiendo un proceso de filtraje con la 
ayuda del andamiaje de la profesora. Hago notar que la gestión de la profesora basada 
en la generación de nuevas ideas es un punto muy importante, generando en este caso 
conexiones que implican una evolución de procesos, porque en este ejemplo, si hubiera 
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filtrado los conceptos matemáticos erróneos (Sherin, 2002), me aventuro a conjeturar que 
no se hubiera llegado a dicho comentario. 
Según este análisis, se refuerza la idea de la importancia de la mediación del 
profesor. También surgió la necesidad de añadir el elemento “Relaciones / Conexiones” 
en el eje de cognición matemática, porque en este caso, observé que había diferencias 
entre hacer un aprendizaje de procesos y relacionar el problema con otros conceptos 
conocidos, aunque esto influya directamente en una mejora del proceso de resolución del 
problema. 
Así, siguiendo la definición creada, la representación de este segundo momento 
clave de aprendizaje identificado sería, como se observa en el Apéndice VI, un momento 
de aprendizaje donde se genera una conexión con otros conocimientos que no son 
propios del tema de las isometrías, contribuyendo a una matematización horizontal. 
También se observa que ha habido una mediación del profesor basada en la gestión del 
proceso de generación de ideas, en este caso sin una influencia de su interacción ya que 
es la alumna que empieza a generar ideas a partir del proceso de filtraje anterior en el 
que sí que ha habido una interacción con el grupo clase. 
En este momento clave de aprendizaje tampoco ha habido mediación del software 
por el mismo motivo que en el ejemplo anterior. 
A continuación analizaré dos momentos clave que ocurren en paralelo, por eso las 
transcripciones están representadas en una sola tabla. 
4.3.3  ‘Momentos clave 3 y 4. Refutar una conjetura con visiones 
distintas. Particularización y Generalización.’  
Antes de analizar el episodio, contextualizo que una vez los alumnos ya habían 
resuelto el problema de manera general, la profesora decide filtrar los contenidos 
matemáticos erróneos lanzando la pregunta: “En este caso (Figura 16) todos veis claro 
que podemos poner la máquina en cualquier punto de las mediatrices?” (línea 1) 
 
Figura 16. Caso particular de mediatrices coincidentes. 
Este ejemplo de momento clave, tiene la peculiaridad de que son dos momentos 
con la estructura requerida que suceden en paralelo pero con características distintas y 
justamente por ese motivo los hemos querido mostrar aquí. Muestro primero la Tabla 6 y 
a continuación haré el análisis de los dos momentos. 
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Tabla 6. Refutar una  conjetura con visiones distintas. 
Voy a analizar los momentos clave de aprendizaje identificados en este episodio 
protagonizado por Elisabet y Matías, respectivamente. Al principio, tanto Elisabet como 
Matías, ponen de manifiesto que creen que cuando los dos segmentos están alineados, 
la máquina de giro se puede situar en cualquier punto de las mediatrices coincidentes. 
Incluso contrariamente a Hugo, la pareja de Elisabet, que opina que no (línea 3), ella se 
reafirma en su opinión de que se puede colocar en cualquier punto(línea 10). 
Después, Elisabet influenciada por la orquestación de la profesora, que en este 
caso pone énfasis en los contenidos matemáticos, acepta que el giro no va a ser de 180º. 
De todas maneras, no ve la falsedad de su conjetura, simplemente considera que será 
otro ángulo de giro. Cuando la profesora insiste en preguntar qué ángulo sería si no 
fuesen 180º, Matías dice que no lo preguntan en el enunciado (línea 22), como si no se 
pudiese determinar. Esta insistencia por no aceptar que el centro de giro no se puede 
poner en cualquier punto, puede venir influenciado también por el hecho de que en este 
momento de la discusión nos encontramos dentro de una demostración empírica en la 
que han hecho un ejemplo genérico, pero que a petición de algunos compañeros, en la 
puesta en común se están haciendo experimentos cruciales (Gutiérrez, 2005) que se 
puedan usar de contraejemplos para refutar la conjetura y es posible que ellos tengan un 
cierto recelo a que se evidencie que la conjetura no era correcta. En este punto quiero 
hacer notar que aunque haya habido interacción con la profesora, no puedo marcar esta 
interacción como aspecto influente en el momento clave, porque como explicaré a 
continuación, no es finalmente esta conversación la que hace cambiar de opinión a los 
alumnos. 
Un compañero propone construir la situación con GeoGebra, y algunos alumnos 
ya prevén que el segmento homólogo no coincidirá con el que buscan. Elisabet ha tenido 
la influencia del software, que en este caso lo han utilizado para comprobar un hecho 
concreto y dice que entonces es imposible colocar el centro de giro en cualquier punto de 
la mediatriz (línea 30). Notemos que ha sido más decisivo para ella el hecho de ver que 
en el GeoGebra no sucede, que las explicaciones que estaba dándole Hugo, su pareja, o 
los intentos de la profesora haciéndole preguntas para reflexionar.  
Matías sigue con su idea de que con el GeoGebra no han visto que no se pudiese 
con ningún ángulo, sólo el de 180º. Y esta intervención provoca que la profesora haga 
una orquestación instrumental (Drijvers et al., 2010; Trouche, 2005), para que el hecho de 
no tener un grado alto de instrumentación (Iranzo & Fortuny, 2009) no condicione la fase 
ascendente (Arzarello, Micheletti, Olivero, & Robutti, 1998) en la que se encuentran. Así, 
la profesora les propone que usen la barra deslizadora y les da alguna indicación de 
cómo se creaba. Elisabet, después de ver que con la barra deslizadora del GeoGebra 
tampoco funciona, es decir, que no hay ningún grado de giro que lleve el segmento sobre 
su esperado homólogo, se convence definitivamente y hace diversas intervenciones 
donde transmite que el caso en el que los segmentos están alineados, hay que tratarlo a 
parte y que la solución sólo será el punto medio de los puntos homólogos. Por lo tanto, 
aquí se evidencia un cambio, un aprendizaje de un concepto nuevo, pero no conecta esta 
solución con otros casos, es decir, que no generaliza sino que ve como excepción sólo 
ese caso concreto (línea 42). En cambio, Matías, ve esta excepción como un caso 
particular de todos los pares de segmentos simétricos (línea 43). Aquí sí que ha habido 
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una conexión con otros problemas similares; él ha buscado como serían todos los 
enunciados de pares de segmentos que tuviesen las mediatrices coincidentes. 
En este caso se evidencia que aunque los dos alumnos parten, a priori, del mismo 
estado inicial, estando presentes en la misma puesta en común e influyéndoles las 
mismas variables, se puede observar que estas mismas variables les influyen de formas 
distintas y llegan a estados finales diferentes. 
En este caso, como son dos alumnos y con aprendizajes distintos, he 
representado los momentos de aprendizaje por separado, el de Elisabet, en el Apéndice 
VII y el de Matías en el Apéndice VIII. 
Así, vemos que el momento de aprendizaje protagonizado por Elisabet, genera 
unos conceptos nuevos en ella mientras que Matías genera conceptos distintos (más 
generalizados) a la vez que hace una conexión con otras situaciones similares. 
En los dos momentos de aprendizaje, en este caso, por el hecho de suceder en 
paralelo, la mediación que se ha dado en el espacio de tiempo es la misma, aunque haya 
influido en cada alumno de forma distinta. Si muy interesante, no es objeto de mi estudio 
caracterizar el tipo de influencia sobre cada estudiante de la mediación, pero se puede 
tener en cuenta para futuras investigaciones. 
En este caso la mediación se caracteriza por aspectos relacionados con el 
software, ya que los alumnos lo usan como instrumento para comprobar unas ideas, y por 
aspectos relacionados con la mediación del profesor, por un lado haciendo una 
orquestación instrumental para facilitar la génesis instrumental de los alumnos y por otro 
lado gestionando la fase de filtrado de conceptos que era necesaria. 
Con estas cuatro caracterizaciones de estos episodios, he acabado de perfilar la 
definición operativa de momento clave en el aprendizaje y la he aplicado a estos cuatro 
ejemplos para comprobar su operatividad. 
4.4 Proceso de elaboración de la definición 
Tal y como he presentado a lo largo del trabajo, la definición la he ido 
construyendo y redefiniendo después de un proceso cíclico entre las revisiones teóricas y 
los análisis de las experiencias prácticas. Empezando con un objetivo general similar 
pero con unos objetivos específicos demasiado generales y con un marco teórico 
demasiado amplio, comencé el análisis de los datos, pero la reflexión de lo que había 
obtenido me llevó a concretar y ordenar el marco teórico y a volver a revisar los análisis 
bajo el nuevo punto de vista. Una vez realizado este proceso cíclico como comentaba 
anteriormente, me decidí a estructurar los objetivos secundarios de la investigación, el 
marco teórico, el análisis de los datos y la definición construida de manera coherente, 
siguiendo en todos los casos los dos ejes principales que ha acabado teniendo la 
investigación, cognición matemática y mediación, dejando en un segundo plano, pero no 
olvidado, el eje de interacción. 
Después de tener en cuenta todas estas consideraciones, tanto los datos 
analizados hasta ahora como la teoría estudiada me llevan a presentar la siguiente 
definición operativa, cuya representación gráfica en forma esquemática se puede ver en 
el Apéndice IX. 
En el marco de esta investigación, un momento clave de aprendizaje es una 
oportunidad de aprendizaje “aprovechada” por los alumnos en el que: 
 1.- Se produce una evolución de los conocimientos de los alumnos, que 
 puede ser:   
de conceptos (como se observa en los momentos 3 y 4),  
de procesos (momento 1) y/o  
de relaciones y conexiones (momentos 2 y 4).  
2.- Tiene que intervenir como mínimo la mediación: 
 la mediación del software, es la que influye directamente en 
 la génesis instrumental del alumno (como se observa en los  
   momentos 3 y 4) y  
la mediación del profesor, que puede consistir en: 
una representación didáctica de la orquestación instrumental,  
   para facilitar la génesis instrumental (momentos 3 y 4) o bien,  
en un andamiaje para seguir el proceso de “filtering approach” en 
   alguna de las distintas fases: en la generación de ideas, (momento 
   2), en la evaluación y comparación de ideas, en el filtrado de  
   conceptos (momentos 3 y 4) y en el filtrado de procesos (momento 
   1). 
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Quiero hacer notar que todos los aspectos relevantes en la definición operativa, 
están en consonancia con los constructos presentados por los autores del marco teórico 
escogido para esta investigación. También quisiera añadir que en particular, cuando 
hablamos del proceso de filtraje de Sherin (2002), que ella estructura en tres fases, he 
observado una subdivisión de la tercera, diferenciando entre filtrado de conceptos y 
filtrado de procesos, que se podría considerar como un refinamiento de sus tres 
categorías. 
Hay que tener en cuenta que la definición operativa construida, está enmarcada 
en un contexto de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (Simon, 1995) y que el 
momento clave de aprendizaje que se define forma parte de uno de los itinerarios del 
árbol de problemas asociado (Cobo, 1998). En este trabajo, como todos los casos 
analizados pertenecen al mismo punto de la THA, no es significativo, pero habrá que 
tenerlo en cuenta en futuras investigaciones. 
Para analizar los datos obtenidos y acceder a los momentos de aprendizaje de los 
alumnos, hay que recordar que he utilizado la interacción con la pareja (Kieran, 2001), 
con el grupo clase (Douek, 2005) y con el profesor (Anghileri, 2006), pero que no 
constituye uno de los ejes principales de la investigación. 
La definición presentada está fundamentada experimentalmente ya que se basa 
en los análisis de los datos empíricos recogidos para tal propósito. He expresado los 
cuatro momentos clave según la definición operativa que he construido como muestro a 
continuación y también los he representado como se puede observar gráficamente de un 
modo más esquemático en los Apéndices V, VI, VII y VIII, para justificar que de la 
definición que he inferido, se puede volver a los datos. 
El momento clave 1: Lo general des de lo particular, donde Meritxell hace la 
aportación de incluir un caso particular en una solución general, (las transcripciones se 
pueden observar en las líneas 4 y 8 de la Tabla 5), lo caracterizamos como un 
aprendizaje de procesos dentro del eje de cognición matemática. Siguiendo los términos 
de matematización vertical planteados por Treffers, en este caso, se da una 
generalización por el hecho de integrar un caso dentro de un modelo. Este momento 
clave está mediado por el profesor al gestionar una interacción del alumno con el grupo 
clase durante la fase de filtrado de procesos de la puesta en común. Este filtrado de 
procesos es la tercera fase de un proceso planteado por Sherin (2002) que está en 
consonancia con la gestión del profesor en los datos analizados. Estas dos 
características, aprendizaje de procesos y fase de filtraje, responderían a los dos ejes 
principales de la definición, cognición matemática y mediación. Indirectamente, se puede 
observar la interacción con el grupo clase, que es el vehículo que hace que los alumnos 
expresen sus ideas (Douek, 2005). 
El momento clave 2: Acercándose a la demostración con conexiones entre 
conceptos, donde Elisabet propone un caso particular que quizá podría entrar en 
contradicción con la conjetura hecha hasta el momento, (la transcripción se puede 
observar en la línea 12 de la Tabla 5), lo caracterizamos como una aportación de 
relaciones y conexiones, que expresado en los términos de Treffers, decimos que ha 
descubierto relaciones y regularidades que le han llevado a proponer esa idea. El 
momento clave de aprendizaje ha sido mediado por el profesor, gestionando la fase de 
generación de ideas de la puesta en común posterior a la fase de filtrado de procesos 
que acaba de llevarse a cabo, y que entra en consonancia con lo que expone Sherin 
(2002) en su artículo. Lo ideal es que el proceso de filtrado se vaya repitiendo 
periódicamente hasta lograr los objetivos previstos.  
El momento clave 3: Refutar una conjetura con visiones distintas - 
Particularización, donde Elisabet aprende que el caso en que se está trabajando no 
cumplirá la conjetura que habían propuesto, (las transcripciones se pueden observar 
entre las líneas 2 y 40 de la Tabla 6), lo caracterizamos como un aprendizaje de 
conceptos, concretamente una formulación de un concepto matemático nuevo, siguiendo 
la clasificación de Treffers. En este caso, el momento clave está mediado tanto por el 
software como por el profesor. Está situado en la fase de filtrado de conceptos, 
particularización de la tercera fase de Sherin (2002) y esta mediación del profesor ha sido 
complementada con una orquestación instrumental (Drijvers et al., 2010; Trouche, 2004) 
que ha ayudado a progresar en la génesis instrumental (Rabardel, 1995), ya que han 
hecho uso del software para realizar una comprobación. En este ejemplo tenemos pues 
una evidencia de aprendizaje de cognición matemática, que en este caso se ha 
contribuido en una matematización vertical (Treffers, 1987). Y además, este ejemplo, es 
el primero que tiene mediación de dos tipos, del profesor y del software y en ambos 
casos se han podido caracterizar los aspectos relevantes en concordancia con el marco 
teórico. 
El momento clave 4, Refutar una conjetura con visiones distintas - Generalización, 
donde Matías aprende que el caso en el que se está trabajando, y en todos los que 
tienen las mismas características (simétricos), no se cumplirá la conjetura que habían 
propuesto, (las transcripciones se pueden observar entre las líneas 2 y 43 de la Tabla 6), 
lo caracterizamos como un aprendizaje de conceptos y una conexión o relación, es decir, 
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en este ejemplo, se evidencia, al mismo tiempo, matematización vertical y horizontal 
(Treffers, 1987). Por un lado, formula un concepto matemático nuevo, pero al mismo 
tiempo, reconoce aspectos isomorfos en diferentes problemas y eso le lleva a hacer una 
generalización. En este caso, este momento clave, está mediado por los mismos 
aspectos que el momento anterior por el hecho de que sucedan paralelamente en 
espacio y tiempo. 
Como se puede observar, todos los momentos detectados se pueden caracterizar 
de forma distinta, pero todos ellos se ciñen a la descripción de la cognición matemática 
alcanzada y a los aspectos de la mediación influyente, ejes principales de la definición 
operativa. 
Aunque esta definición parece incorporar todos los aspectos relevantes que se dan 
en un momento clave de aprendizaje, soy consciente de que en un futuro, después de 
analizar distintas sesiones dentro de la unidad didáctica, la definición deberá sufrir más 
refinamientos y habrá que seguir el proceso cíclico del que hablaba, tanto al analizar más 
sesiones de puesta en común, como al analizar las sesiones de resolución de problemas 
con trabajo por parejas, que me aventuro a predecir que serán las que nos aportaran más 
especificidad en los aspectos relevantes de mediación del software por ser el entorno en 
el que trabajan. 
4.5 Validez y transferibilidad del análisis de datos y los 
resultados 
Durante el proceso de análisis de los datos he hecho triangulaciones con expertos 
para validar los resultados obtenidos. Se ha discutido la elección de los momentos clave 
y la interpretación que se ha hecho de cada uno de ellos. 
De todas formas, todos los resultados obtenidos los he argumentado basándome en 
las evidencias de los datos representados en la Tabla 5 y en la Tabla 6. 
Quizá una de las debilidades de esta investigación, es que la parte experimental está 
basada en el análisis de una sola hora de clase y falta contrastar los resultados obtenidos 
analizando más datos para tener más evidencias. Teniendo toda la unidad didáctica 
podría ampliarse el análisis de datos, pero por otro lado, al ser una investigación en 
curso, soy consciente de que en un futuro próximo se va a realizar. 
Por el momento, empezando con esta definición refinada a partir de los resultados 
obtenidos, se pueden caracterizar los momentos clave del aprendizaje en el contexto 
tratado. En futuras investigaciones o en la continuación de ésta, podré usar esta 
definición para que sirva como base de mi marco teórico y para analizar en profundidad 
las diferentes características de los distintos momentos clave que se dan a lo largo de 
una secuencia didáctica como la presentada en este trabajo, así no es una investigación 
cerrada y puede tener implicaciones prácticas en el futuro. 
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5 Conclusiones 
Motivada por la pregunta de investigación global planteada, he ido desarrollando el 
trabajo para dar respuesta a la pregunta de investigación concreta de determinar algunas 
de las influencias y características más relevantes en el aprendizaje matemático en el 
contexto estudiado. En este sentido, el objetivo planteado de crear una definición 
operativa y los sub-objetivos de determinar aspectos sobre cognición matemática y 
mediación, han guiado la construcción de la respuesta a la pregunta de investigación. 
La definición operativa se ha construido a partir del análisis de los datos empíricos 
y de una revisión del marco teórico, como he detallado en el apartado de resultados. Así, 
se han cumplido los objetivos de la investigación: 
Los aspectos sobre cognición matemática relevantes en la caracterización de 
momentos clave que se han desprendido del análisis de los datos han sido los conceptos 
y procesos aprendidos por los estudiantes y las conexiones o relaciones realizadas por 
ellos, que entran en consonancia con los aspectos de matematización vertical y horizontal 
que expone Treffers en su tesis (1987). 
Los aspectos sobre mediación relevantes en la caracterización de momentos 
clave que se han desprendido del análisis de los datos han sido la orquestación 
instrumental  (Drijvers et al., 2010) y el andamiaje (Sherin, 2002) realizados por parte del 
profesor y la génesis instrumental (Rabardel, 1995) de los alumnos promovida por el 
software. Estos conceptos han sido directamente usados a partir de las referencias 
utilizadas en este trabajo ya que desde el principio se tuvieron en consideración en el 
marco teórico. 
Los aspectos tenidos en cuenta en estos dos ejes de la definición, juntamente con 
la idea de considerar un momento clave de aprendizaje como una oportunidad de 
aprendizaje “aprovechada” en que se produce una evolución de los conocimientos de los 
alumnos, constituyen la definición operativa que he construido. 
De este modo, el cumplimiento de los sub-objetivos y del objetivo, dan respuesta a 
la pregunta de investigación planteada, ya que las características más influyentes en un 
momento clave de aprendizaje matemático son las que se han tenido en cuenta para 
construir la definición. 
Así como la pregunta de investigación global fue la misma desde el principio, la 
pregunta de investigación concreta se perfiló a posteriori, una vez decidí qué parte de los 
datos analizaría para el presente trabajo. Del mismo modo, el objetivo principal de 
construir una definición, lo tuve presente desde una fase muy inicial de la investigación, 
aunque no fue hasta que no se analizaron los primeros datos y se hizo una revisión del 
marco teórico que no se acabaron de perfilar los dos sub-objetivos, decidiendo 
finalmente, que el eje de la interacción social no sería objeto de estudio en este trabajo. 
Una vez realizadas las conclusiones teóricas a las que he llegado, me gustaría 
plantear una revisión metodológica ya que la definición teórica de momento clave de 
aprendizaje que he construido, depende de distintas decisiones que he ido tomando a lo 
largo del proceso de diseño de la metodología del trabajo. Como ya he dejado claro en 
diferentes apartados de este trabajo, es una definición basada en los datos 
experimentales recogidos en un contexto concreto y hay que ser consciente de que si se 
hubieran tomado decisiones distintas, la definición podría verse alterada.  
He hecho una tabla (Tabla 7) para ver esquemáticamente como se reflejan los 
datos en los resultados obtenidos y la representatividad de los datos empíricos en los 
constructos teóricos en que se ha basado la definición. En ningún caso pretende ser base 
de ningún estudio estadístico, aunque el hecho de presentar el total pueda parecerlo. 
 
Tabla 7. Esquema de la presencia de los datos en los constructos teóricos de la definición 
 
 45 
Como puntos destacados querría comentar la breve aparición del software en los 
datos analizados, pero creo que es por el hecho de que dentro de la trayectoria hipotética 
de aprendizaje nos encontramos en una sesión de puesta en común, donde la presencia 
física del ordenador es reducida. En el análisis posterior de sesiones de trabajo por 
parejas, se espera que la presencia de la génesis y la orquestación instrumental esté más 
presente en los ejemplos. El mismo razonamiento lo uso para justificar el hecho de que 
aunque los datos no evidencien presencia de interacción con la pareja, haya mantenido 
este concepto en el marco teórico.  
También he mantenido en el marco teórico la idea de Trayectoria Hipotética de 
Aprendizaje (Simon, 1995) y la de los árboles asociados de Cobo y Fortuny (2005), ya 
que aunque no se vea reflejada en los resultados, si que ha estado muy presente en todo 
el diseño metodológico. 
Otro aspecto que me ha llamado la atención, es que el hecho de trabajar en un 
entorno de transformaciones en el plano, no está muy presente en el análisis de los datos 
ni en los resultados. Por un lado se podría pensar que el hecho de que no sea 
significativo quiere decir que la definición puede ser válida para el estudio de otros temas 
matemáticos, y por otro lado se podría pensar que es sólo en este caso concreto ya que 
en la sesión analizada, justamente se trabaja sobre un sólo problema, y además es muy 
especial en cuanto que la dificultad está en la coherencia matemática del problema y no 
en los conceptos isométricos involucrados en él. Así, la conclusión sería que son 
necesarias futuras investigaciones que planteen un estudio en profundidad de este tema. 
Después de estos comentarios, defiendo la idea que son necesarias futuras 
investigaciones siguiendo esta línea de trabajo y en ellas es necesario analizar las otras 
partes de los datos recogidos para darle una visión más amplia a la definición. 
5.1 Implicaciones didácticas 
Una de las implicaciones didácticas principales de este trabajo, es aproximar a los 
profesores a una visión de momentos clave entendidos como los he explicitado en la 
definición presentada y que los profesores tomen conciencia de todos los aspectos que 
caracterizan la mediación por su parte, que influyen directamente en el aprendizaje de los 
alumnos, como se observa en los diferentes momentos analizados. También es 
importante que tomen conciencia de los aspectos mediados por el software que influyen 
en el aprendizaje de sus alumnos. 
Como implicación didáctica, quizá secundaria, porque no era el objetivo del trabajo, 
me gustaría dar salida a la unidad didáctica diseñada, que como ya he comentado en 
diversos puntos de este trabajo, no ha sido diseñada únicamente con fines de la 
investigación. Aunque hay que tener en cuenta que la unidad no sólo se basa en la 
secuencia de problemas diseñados, si no que forma parte de una Trayectoria Hipotética 
de Aprendizaje y está basada en unos análisis exhaustivos de cada uno de los 
problemas, igual que también lleva asociada una orquestación instrumental implícita en el 
diseño, que también se tendría que transmitir a los profesores para que no sólo se 
quedaran con los problemas utilizados. 
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Apéndice 
 
Apéndice I: Ejercicios del test inicial 
1.- Recordeu que una recta és un eix de simetria d‟una figura quan la simètrica de la 
figura respecte d‟aquesta recta és la mateixa figura. Marqueu tots els eixos de simetria 
que trobeu a les figures següents i definiu-los amb les vostres paraules, com si no 
tinguéssiu la figura davant. 
 
 
2.- Donada la figura següent, traslladeu-la horitzontalment 8 unitats cap a la dreta. A 
continuació, traslladeu verticalment la figura obtinguda 4 unitats cap avall. 
 
 
 
Expliqueu amb les vostres paraules com ho faríeu per passar de la 1a figura a la 3a 
directament per un altre camí. 
3.- Observeu un rellotge: 
 
 
a) De quants graus és el gir que fa la busca dels minuts en un quart d‟hora?  
b) De quants graus és el gir que fa la busca dels minuts en una hora i mitja? 
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c) De quants graus  és el gir que fa la busca dels minuts si hem d‟avançar mitja hora el 
rellotge? 
d) De quants graus  és el gir que fa la busca dels minuts si hem d‟endarrerir mitja hora el 
rellotge? 
4.- Imagineu que la Bandera1 la teniu retallada amb cartolina. Quines d‟aquestes figures 
les podríeu aconseguir arrossegant la Bandera1, sense aixecar-la de la taula? Marqueu-
les al dibuix.  
Trobeu alguna característica comú de les figures que heu marcat i alguna característica 
de les figures que no heu marcat. 
 
5.- Quina o quines d‟aquestes figures no es poden obtenir fent simetries, translacions i 
girs del polígon inicial? Per que? 
 
6.- Un fris és un tipus d‟ornamentació consistent en una repetició d‟elements decoratius al 
llarg d‟una banda.  
Donat el fris següent, trobeu la part d‟imatge més petita que pugueu, amb la qual podríeu 
generar tot el fris amb transformacions. Expliqueu ordenadament amb les vostres 
paraules quines transformacions li faríeu fer a la porció d‟imatge mínima per acabar 
dibuixant tot el fris. 
 
Ampliació: 
7.- Es consideren mosaics aquells recobriments complets d‟una superfície a partir de 
peces que s‟anomenen tessel·les. 
Donat el mosaic següent, sabríeu trobar la tessel·la mínima a partir de la qual construiríeu 
tot el mosaic amb transformacions? 
Expliqueu amb les vostres paraules quines transformacions li faríeu fer a la tessel·la per 
construir tot el mosaic. 
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Apéndice II: Problemas de la unidad didáctica 
Después de presentar de forma detallada la parte del instrumento en que se basa 
este estudio, presento todo el diseño instructivo que he diseñado y que servirá para 
futuros análisis que llevarán a refinamientos de la definición que presentamos en este 
trabajo. 
Considero importante presentar en este trabajo todo el instrumento diseñado 
porque su estructura constituye una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje en su totalidad, 
y para mí es importante el hecho de que formó parte de una secuencia de clase, en lugar 
de ser un compendio de problemas aislados diseñados únicamente para obtener datos 
para la investigación. También quiero hacer constar que, tal como he explicado 
anteriormente, los problemas estaban diseñados de tal forma que cada pareja podía ir a 
su ritmo y que en ningún momento habría parejas sin trabajo a realizar, pero para 
cerciorarme de ello, de todos modos tenía otro problema (el número 6), por si alguna 
pareja se avanzaba en la resolución de la secuencia, aunque en este caso no se tuvo que 
usar. 
A continuación presento los cinco problemas restantes con su árbol completo 
asociado. El diseño del test inicial se puede ver en el Apéndice I: Ejercicios del test inicial. 
Problema 1: 
a) Haced un esbozo a mano en la hoja de respuestas de cómo creéis que quedará la simetría axial 
de la estrella respecto de la recta r.  
b) A continuación, construid la simetría axial de la figura con el GeoGebra sin utilizar la 
herramienta de hacer simetrías. 
c) Escribid detalladamente en la hoja de respuestas, los pasos que habéis seguido pera hacer la 
construcción.  
 
 
 
Figura 17. Enunciado del problema 1. 
 
Figura 18. Adaptación del espacio básico y de acción tutorial humana del problema 1. 
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Problema 2: 
Dado el barco de color negro, le hemos aplicado diferentes transformaciones y/o movimientos 
obteniendo las figuras P1, P2, P3 y P4.  
a) Pintad de color azul las figuras que sean simetrías del barco negro; de verde, las que sean giros 
y de rojo, las que sean translaciones, en el GeoGebra. 
Escribid los argumentos que os han llevado a hacer esta selección en la hoja de respuestas. 
b) De los que sean simetrías, construid los ejes de simetría que transportan el barco negro a los 
barcos azules. Escribid detalladamente los pasos de la construcción que habeis hecho en la hoja 
de respuestas. 
 
 
Figura 19. Enunciado del problema 2. 
 
Figura 20. Adaptación del espacio básico y de acción tutorial humana del problema 2. 
Problema 4: 
¡Al jefe de la sección de la fábrica, le ha gustado mucho vuestro trabajo! Ahora ha tenido la idea 
de que si se pudieran substituir dos máquinas por una sola, ¡se ahorraría mucho dinero!  
Ahora os propone un nuevo reto: 
Tiene dos máquinas que le mueven las piezas haciendo una simetría axial detrás de otra como se 
muestra en la animación: 
 
¿En este caso podríais hacer el movimiento final sólo con una máquina de hacer giros, de hacer 
simetrías o de hacer translaciones?  
Si vuestra respuesta es que no se puede, le tenéis que dar un buen argumento. 
Y si vuestra respuesta es que sí que se puede, le tenéis que dar las características de la 
máquina: De qué tipo tiene que ser, de qué tamaño, donde la tendrá que colocar… 
En este caso abrid vosotros mismos un archivo de GeoGebra y crear la situación para poder 
ayudar al jefe a encontrar la solución, si la hay. 
Figura 21. Enunciado del problema 4. 
 
Figura 22. Adaptación del espacio básico y de acción tutorial humana del problema 4. 
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Problema 5: 
Después de tanto trabajo en la fábrica, y con lo mucho que habéis ayudado, el jefe os invita a 
hacer una partida de billar... pero a un juego que él se inventa: Con una sola tirada, con la bola 
blanca tenéis que tocar a la negra picando a una de las bandas primero. 
Aquí tenéis la situación en GeoGebra para que podáis practicar. 
¿Es cuestión de suerte, o podríais pensar una manera de saber donde tenéis que tirar de la banda 
para ganar siempre? 
 
Figura 23. Enunciado del problema 5. 
 
Figura 24. Adaptación del espacio básico y de acción tutorial humana del problema 5. 
Problema 6: 
 
En Grecia, entre 1881 y 1893 se construyó el Canal de Corinto. Es un canal artificial de 6'3 km de 
largo que sirve para ahorrarse la vuelta de 400 km alrededor de la Península del Peloponeso. El 
Canal hace 21 m de ancho y 8 m de profundidad. 
Imaginad que la casa marcada sobre el mapa es un Hospital y les gustaría construir una carretera 
recta, para ir lo más rápido posible con las ambulancias, hasta la entrada más cercana de la 
autopista del otro lado del Canal. Por tanto, se plantean dónde tienen que poner el puente 
perpendicular al canal para poderlo cruzar. 
 
a) ¿Qué pasaría si el canal estuviese enganchado al Hospital? 
b) ¿Y si estuviese enganchado a la autopista? 
c) Si superponemos las dos construcciones anteriores, se forma un paralelogramo. ¿Te parece 
que esto te podría ayudar a resolver el problema? 
Aquí tienes la ventana del GeoGebra, para que te ayude a resolver el problema: 
 
Figura 25. Enunciado del problema 6. 
 65 
 
Figura 26. Adaptación del espacio básico y de acción tutorial humana del problema 6. 
Apéndice III: Modelo de carta de permiso de grabación a los 
padres de los alumnos. 
Barcelona, 1 de febrer del 2010 
 Benvolguda família, 
 
 A la classe del seu fill, la professora Sra. Morera farà una activitat de Recerca 
Pedagògica, que presentarà com a treball de Màster de Recerca en Didàctica de les 
Ciències i la Matemàtica que està realitzant a la Universitat Autònoma de Barcelona, dins 
del marc del Projecte del Ministeri de Ciència i Innovació amb codi de referència 
EDU2008-01963. 
 Aquest treball inclou la gravació, per a l‟anàlisi posterior, de moments concrets de 
l‟aprenentatge matemàtic a classe. 
 Tot i que en general es procurarà no agafar els alumnes de cara, els volem 
demanar l‟autorització per efectuar la gravació, amb el compromís, a més, de difuminar 
quan calgui les cares en la presentació del document. Els agrairíem molt que ens 
donessin la seva autorització. 
 
 Molt cordialment,     
      Rosa Flos 
      Directora  
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Apéndice IV: Modelo de permiso de grabación de los padres de 
los alumnos. 
 
 Apéndice V: Representación gráfica del momento clave 1 según 
la definición operativa. 
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Apéndice VI: Representación gráfica del momento clave 2 según 
la definición operativa. 
 
 Apéndice VII: Representación gráfica del momento clave 3 según 
la definición operativa. 
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Apéndice VIII: Representación gráfica del momento clave 4 según 
la definición operativa. 
 Apéndice IX: Representación gráfica de la definición operativa de 
momento clave de aprendizaje. 
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Apéndice X: Fotografías de la situación en el aula. 
 
Fotografía 1. Alumnos exponiendo sus ideas en la puesta en común. 
 
 
 
Fotografía 2. Grupo clase atendiendo una explicación de sus compañeros en la clase ordinaria 
 
 Fotografía 3. Aportación de un compañero en la exposición de las ideas de una pareja. 
